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1. Principiul invariantilor

Aceasta este prima strategie avansata de rezolvare a problemelor. Ea este extrem
“e folositoare In rezolvarea anumitor tipuri de probleme dificile, care sunt usor de
inut. O vom aréta rezolvand probleme care folosesc aceastd strategie. De fapt, se
poate Invata sa rezolvi probleme doar rezolvand probleme. Dar acest lucru trebuie
sprijinit prin strategii furnizate de catre antrenor.

Prima strategie consta in cdutarea invariantilor. Acest principiu este aplicabil
alzoritmilor (jocuri, transforma&ri). O anumitd operatie este realizat® in mod repetat.
Ce ramane la fel? Ce ramaéne invariant? Iatd un precept usor de amintit.

Daca se repeta ceva, cauta ceea ce raméane neschimbat!

In algoritmi existd o stare initiala S si un sir de pasi (miscari, transformari).
Cautam raspunsuri la urméatoarele intrebari:
(1) Poate fi atinsa o anumita stare finala?
(2) Determinati toate starile finale care pot fi atinse.
(3) Exista convergenta cétre o anumita stare finala?
(4) Determinati toate perioadele, daca exista.

Deoarece principiul invariantilor este un principiu euristic, el se invata cel mai
bine prin experientd, care poate fi castigata rezolvand exemplele E1-E10.

E1l. Pornind cu un punct S = (a,b) din plan, cu 0 < b < a, generam un sir de
puncte (T, yn) dupd regula

Tn + Yn 2ZnYn

To=0,Yo = b, Tpt1 = 5 ayn+1:m~

Studiati convergenta sirurilor (x,) st (yn)-

Tatd o cale ugoard de a gasi un invariant. Din Z,41Ynt+1 = ZnY, pentru orice n
deducem z,,y,, = ab pentru orice n. Acesta este invariantul ciutat. Avem initial yg <
T5. Aceasta relatie ramane, de asemenea, invarianta. Tntr—adevér, $8 presupunem
v, < T, pentru un anumit n. Atunci z,4; este mijlocul segmentului cu capetele
X 1 In plus, yn+1 < Zp41 deoarece media armonici este mai micid decat cea
aritmeticd. Astfel

LTpn —Yn Tp — Yn In — Yn
0< = = . <
T+l = Yn+l T + Un D) 9

1l




2 1. Principiul invariantilor

pentru orice n. De aici limz,, = limy,, = z, cu z* = ab, deci z = Vab.
Alici invariantul ne-a ajutat; desi recunoagterea lui nu a dat solutia completa,
intregirea ei a fost banala.

E2. Sd presupunem cd n este un intreg impar. La inceput, Al scrie pe tabld nu-
merele 1,2,3,...,2n. Apoi alege la intamplare doud dintre numerele scrise, le sterge
si scrie pe tabld |a — b|. Demonstrati cd la sfarsit va ramane un numar impar.

Solutie. S& netdm cu S suma numerelor existente pe tabla la un moment dat.
La inceput S = 1+2+...+2n = n(2n+1) este numar impar. Fiecare pas micgoreaza
S cu 2min{a, b}, care este numar par. Astfel, paritatea Iui S este un invariant.
Deoarece la inceput S este numér impar, rezultd ca S este numér impar i in final.

E3. Un cerc este impdr{it in sase sectoare. Apoi numerele 1,0,1,0,0,0 sunt
scrise, in aceastd ordine, in sectoare. La fiecare pas se pot mari doud numere din
sectoare vecine cu 1. Este posibil ca dupd cativa pasi sd obfinem sase numere egale?

Solutie. Fie aj,as,...,as numerele scrise la un moment dat. Atunci i =
a1 — as + a3 — a4 + a5 — ag este un invariant. La inceput ¢ = 2. De aceea situatia
; = 0 nu poate fi obginuta.

E4. In parlamentul din Sikinia, fiecare membru are cel mult trei dusmani. De-
monstrati cd deputatii pot fi fmpdartiti in doud camere astfel incdt fiecare sd aiba cel
mault un dusman impreund cu el.

Solutie. La inceput facem o imp&rtire arbitrard. Fie H suma numerelor dugma-
nilor pe care fiecare deputat ii are in camera in care se afld. Apoi, dacd un deputat
D are cel putin doi dugmani impreund cu el, muténdu-l in camera cealaltda H se
micsoreaza. Aceastd micgorare nu poate fi ficutd la nesfarsit; la un moment dat H
atinge o valoare minima. In acest caz am obtinut impéartirea ceruta.

Aici apare o idee noui. Am construit o functie cu valori numere naturale care
scade la fiecare pas al algoritmului. Stim astfel ca algoritmul se va termina, deoarece
nu existd un sir strict descrescator de numere naturale. Functia H nu este un invari-
ant in sens propriu-zis, dar scade pand cand devine constanta. In aceastd problems,
invariantul este relatia de monotonie.

E5. 5S4 presupunem cd intregii a,b,c,d nu sunt tofi egali. Pornim cu (a,b,c,d)
st tnlocuim in mod repetat (x,y,z,t) cu (x —y,y — 2,2 — t,t — ). Demonstrali cd
mdcar un numdr al cvadrupului devine arbitrar de mare.

Solutie. Fie P, = (an, by, ¢n,dy) cvadruplul dupé n iteratii. Atunci a, + b, +
¢n + dn = 0 pentru n > 1. Nu este clar cum am putea folosi acest invariant. Dar
interpretarea geometricd ne va fi de mare ajutor. O functie importantd definita pe
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multimea punctelor spatiului 4-dimensional este pStratul distantei de la punct la
ine, adica ap + b7, + ¢;, + d3. Dacé reugim s dovedim c3 aceasta este nemarginita
superior, demonstratia este terminata.

Sa cautam o relatie intre P, si P,y1:

By T 05 TG+ 2 = (@ — Bn)? + (Bn — 60)? + (n — )2 + (dp — an)?
=2(a2 + b2 + 2 + d2) — 2a,by, — 2bpcn — 2endn — 2d,,a.,.

Acum vom folosi a,, + b, + ¢, +d,, = 0:

0=(an+bn+cy,+ dn)2 = (an 5 Cn)2 3 (b'n, Sp dn)2 +2anby, +2and, + 2bpcr, + ety
Deducem astfel

a1+ + R +diy =2(a +b2 + 2+ d2) + (an + cn)? + (b + dp)?
>2(a2 + b2 +c2 +d2).

Din aceasta inegalitate rezultd ca, pentru orice n > 2,
ag + b2 +c2 +d% > 2" a2 + b2 + 2 + d?). (1)

Distanta de la punctul P, la origine creste nemarginit, ceca ce inseamni ci micar
una dintre componente trebuie si deving arbitrar de mare.
Intrebare suplimentars: este posibil ca in (1) s& avem intotdeauna egalitate?

Aici am invatat ca distanta pana la origine este o functie foarte impor-
tantd. Ea merita a fi considerati ori de cate ori avem un sir de puncte.

E6. Un algoritm este definit dupd cum urmeazd:

start: (xo,%0), cu 0 < T < Yo
. Ln +U
continuare: Ty = —n—2——ﬁ, Ynal = A/ Ln+1Yn-

Observam, folosind si inegalitatea mediilor, cd

Yn — In

Tn <Yn = ZTn+l < Ynil,Yntl — Tppa < B

pentru orice n. Determinati limita comund im z,, = limy, =z = y.

Solutie. Aici invariantii ne pot ajuta. Nu exista insi metode sistematice de
gasire a invariantilor, ci doar mijloace euristice.
Acestea sunt metode care functioneaza adesea, dar nu totdeauna. Dou8 asemenea
" G- P ~ Im i
metode sunt sa urmarim modificarile care apar in — sau y,, — z,,, atunci cind trecem
n
delanlan+1.

(a)

Zn
Tntl = Tntl  [Tpgr Lty Yn

= = — * 1
Yn+1 \V/Ln+1Yn Yn 2 ( )
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1 :
Relatia de aminteste de formula cosg =4/ L ;osa’ a € [0,7).

Deoarece 0 < i—n < 1, putem lua *n — Cos o, ay, € [0, g) Atunci (1) devi;
n Un

279 Qo n !
COS ¥y = cos - = a, = oh = 2", = oy ceeea ce este echivalent cu

Z. ZTg
2™ arccos % = arceos 20 (@
Yn Yo

Tats deci un invariant!
(b) Ca si evitim radicali vom considera, yie z2 in loc de Yn — T, $1 avem

2 2
2 2 Yn —Z :
Unyr1 = Zpy = =2 4 = = 2\/ y72L+1 * 1i+1 =SNG al,

2V — a2 =\ [ - 22 3

deci

care este al doilea invariant.
Din (2) si din (3) rezults

T /g2 — 2

o n Ln n : Yn Ly n VY 0

arccos — = 2" arccos = = 9 Aresin ————= — 9" g1csin e
Yo Yn Yn 2"Yn

] . Obtinem astfel

i
Membrul drept tinde la Y-Y2 ~ %0
Y

Rezolvarea acestei probleme firs a folosi invarianti este practic imposibils. De
altfel, aceasta este o problems, grea pentru orice nivel.

E7 Fiecare din numerele ay, ay, . . »an este 1 sau —1 g

S = aq1azaza4 + 2030405 + ... + anaiaoa3 = 0,

Demonstrati cd 4/n.

Solutie. Problema poate fi rezolvats si prin folosirea invariantei. Dac4 inlocuim
un a; prin —a;, atunci S nu se schimb& mod 4 deoarece Isi schimbj semnul exact
patru termeni. fntr—adevér, dacd doi termeni sunt pozitivi i doi negativi atunci nu
se schimba nimic, dacy tre; termeni au acelagi semn S se schimbd cu +4, iar dacy
termenii sunt egali atunci § se modifici cu =8,

La inceput S = 0, deci § =0 (mod 4) i dacs facem toti termenii pozitivi atunci
S =n de unde rezults 4In.

E8. La un banchet sunt invitati 2n ambasador;. Fiecare ambasador are cel mult
n — 1 dusmansi, Demonstrati cd ambasadorii pot fi asezati la 0 masg rotundd  astfel
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cat nimeni sa nu stea langd un dusman.

Solutie La inceput agezam ambasadorii oricum. Fie H numsrul perechilor de
vecini ostili. Trebuie sa gasim un algoritm care s reducd acest numér atat timp cat
& > 0. Fie (A, B) un cuplu ostil, cu B la dreapta lui A (figura 1.1). Trebuie si-i
separam  astfel incat sa producem un deranj cit mai mic. Acesta se va indeplini dacs
wversam un arc BA’, obtinand figura 1.2.

B’ 4’ B’'B

Fig. 1.1 Fig. 1.2

# se va reduce daca (A, A’) si (B, B’) sunt cupluri prietene. Raméne si aratam ca
un asemenea cuplu exista totdeauna. Pornim din A §i mergem in jurul mesei in sens
srigonometric. Vom intalni cel putin n prieteni ai lui A. La dreapta lor exista cel
putin n scaune. Acestea nu pot fi toate ocupate de dusmanii lui B, deoarece B are
el mult n — 1 dugmani. Astfel, exista un prieten A’ al lui A care are la dreapta sa
un prieten B’ al lui B.

Observatie. Problema este asemanatoare cu E4, dar mult mai grea. Ea reprezintd
mrmatoarea teorema de teoria grafurilor: Fie G un graf cu n varfuri. Dacd suma
gradelor pentru orice doud varfuri este cel putin n — 1 atunci G are un lant hamilto-

an. In cazul special analizat am dovedit c3 exista chiar un ciclu hamiltonian.’

E9. Fiecarui varf ol unui pentagon % asociem cdte un intreg z;, astfel incdt
s avem s = Y j...s%; > 0. Dacd x,y,z sunt numerele asociate la trei vdrfuri
comsecutive gi y < 0 atunci inlocuim (z,y,2) cu (T + vy, —y,y + z). Aceasta operatie
este facutd atdta timp cdt existd un y < 0. Decideti daca algoritmul se opreste
sotdeauna. (Cea mai dificild problemé de la OIM 1986)

Solutie. Algoritmul se opregte intotdeauna. Ideea demonstratiei este (ca la E4
= ER) sa gasim o functie f(z1,2,...,%,) de etichetele vafurilor, cu valori naturale,

i

"Lan'g hamiltonian = gir x1,®2,...,2z, care contine toate cele n varfuri ale grafului si orice
“Soma varfuri consecutive sunt unite printr-o muchie. (Nota traducerii)

Ciclu hamiltonian = gir xo,z1,...,2, care contine cele n varfuri ale grafului, zo = zn si
sricare doua varfuri consecutive sunt unite printr- o muchie (a se vedea, de exemplu, ,,Probleme de
sombinatorica si teoria grafurilor” de I.Tomescu, E.D.P., 1980) (Nota traducerii)
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ale carei valori descresc in urma efectudrii operatiei descrise. Zece din cei 11 elevi
care au rezolvat problema au gasit aceeeasi functie

5

T @)= Z(Tz — Ti42)?, 26 = T1, Ty = 3.
=1

Sa presupunem ci y = x4 < 0. Atunci froy — foechi = 2524 < 0, deoarece s > 0. Daca
algoritmul nu se opregte niciodatd atunci putem gisi un sir descrescitor de numere
naturale fo > f1 > fa > ..., ceea ce este imposibil.

Bernard Chazelle (Princeton) si-a pus urméatoarea intrebare: cati pasi sunt nece-
sari pand la oprire? El a considerat multimea S a valorilor numerelor s(i,j) =
Zi+ ...+ xj-1, cu i < j (indicii sunt luati mod 5). Aceastd multime este invari-
antd pentru fiecare operatie, cu exceptia acelui y < 0 care se schimb# in —y. De
exemplu, daca x4 < 0 atunci doar s(4,4) = x, dispare si se inlocuieste cu —z4. Ast-
fel, la fiecare pas exact un element negativ din S devine pozitiv. Deoarece s > 0, in
S existd un numér finit de termeni negativi. Numé&rul pasilor pan# la oprire este egal
cu numarul elementelor negative din S. Remarcim si ci nu este necesar ca z; sa fie
intregi.

Observafie Este interesant si gisim o formuld cu ajutorul unui calculator, care
pentru valorile de intrare a,b,c,d, e s8 dea numéarul pagilor necesari pana la oprire.
Aceasta poate fi fdcutd usor dacd s = 1. De exemplu, intrarea (n,n,1 — 4n,n,n) da
numarul de pasi f(n) = 20n — 10.

E10. Numere pozitive care se micsoreazi. Cercetare empiricd. 9d
pornim cu un sir S = (a,b,c,d) de intregi pozitivi §i sd construim S; = T(S) =
(la—bl,|b—c|, |c—d|,|d—al). Se termind intotdeauna girul S, S1,Ss ..., cu (9,0,0,0)?

Solutie S& adundm material pentru indicatii de rezolvare:
(0,3,10,13) — (3,7,3,13) — (4,4,10,10) — (0,6,0,6) — (6,6,6,6) — (0,0,0,0);
(8,17,3,107) — (9, 14,104, 99) — (5,90, 5,90) — (85, 85, 85,85) — (0,0,0,0);
(91,108, 95,294) — (17,13, 99, 203) — (4, 86,104, 186) — (82,18,82,182) —
— (64,64, 100,100) — (0, 36,0, 36) — (0,0,0,0).
Observatii:

(1) Sa notam cu max S elementul maximal din S. Atunci max S;;; < max S, si
max S; 4 < max S; atdta timp cat maxS; > 0. Verificati aceste observatii.
Aceasta rezolvi conjectura propuss.

(2) S=(a,b,c,d)sitS = (ta,tb,tc,td) au aceeasi ,,duratd de viats”.

(3) Dupa cel mult patru pasi, toti cei patru termeni devin pari. Tntr—adevér, este
suficient sa calculam mod2. Datoritd simetriei ciclice este nevoie si analizam
doar cele gase giruri 0001 — 0011 — 0101 — 1111 — 0000 si 1110 — 0011.
Astfel, afirmatia este doveditd. Dupa cel mult patru pasi fiecare termen este
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divizibil cu 2, dupé cel mult opt pasi este divizibil cu 22,.... dupa cel mult
4k pasi este divizibil cu 2. Cand max S < 2*, toti termenii sunt 0.

In observatia 1 am folosit o altd strategie, principiul extremal: Alege elementul
extremal! Capitolul 3 este dedicat acestui principiu.
In observatia 3 am folosit simetria. Este bine s ne gindim totdeauna la aceasta
sirategie, desi nu am alocat un capitol acestei idei.
Generalizari:
(a) S& pornim cu patru numere reale, de exemplu
/9 T V3 e
T — /2 T—/3 e—3 e—2
V3—+2 T—€ V3-+2 T —g
T—e—V3+v2 m—e—V3+v2 m—e—V3+Vv2 m—e—-V3+12
0 0 0 0
Alte incercsri sugereazd ci si pentru cvadrupluri reale, termindm tot cu (0,0,0,0).
BT 15 S = {1ttt dau

T(S) = (t—1,¢(t — 1), 2t — 1), (* + ¢t + 1)(t — 1)).

Daci t2+t+1 =t3, adica t = 1.8392867552 . . . atunci procesul nu se termina niciodata,
conform observatiei 2. Acest t este unic, daca facem abstractie de o transformare de
forma f(t) = at + b.

(b) S& pornim cu S = (ag, a1, - ., @n), @; NUMere naturale.
Pentru n = 2, ajungem la (0,0) dupé cel mult doi pasi.
Pentru n = 3, 011 d& un ciclu de lungime trei : 011 — 101 — 110 — 011.
Pentru n = 5 avem 00011 — 00101 — 01111 — 10001 — 10010 — 10111 — 11000 —
01001 — 11011 — 01100 — 10100 — 11101 — 00110 — 01010 — 11110 — 00011,
care genereaza un ciclu de lungime 15.

(1) Gisiti perioadele pentru n = 6 (n = 7) pornind de la 000011 (0000011).

(2) Demonstrati cd dacé n = 8 gi pornim cu 00000011 algoritmul se opreste.

(3) Demonstrati cd dac& n = 27, r natural, ajungem la (0,0,...,0) si, daca
n # 27, obtinem (cu cateva exceptii) un ciclu care contine doar numere 0 si,
de un num#r par de ori, un numar a > 0. Datorita observatiei 2 putem face
calculele in Zs.

(4) Fie n # 2" gi ¢(n) lungimea ciclului. Demonstrati ca ¢(2n) = 2¢(n) (in afara
de cateva exceptii).

(5) Demonstrati cé, dacd n este impar, S = (0,0,...,1,1) apartine unui ciclu.

(6) Algebrizare. Sirului (ag,a1,...,an—1) ii asociem functia polinomiala p(z) =
Gp1+Gp_oZ~+...+agz™ ! cu coeficienti in Zo, iar z = 1. Atunci lui T(S)
i se asociaza functia (1 + z)p(x). Daca puteti, folositi aceasta algebrizare.
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(7) Tabela urm#toare a fost generatd cu ajutorul unui calculator. Intuiti cat
mai multe proprietati pentru c¢(n) si demonstrati cat mai multe dintre ele.

a eyl oy 9 11 LR
cm)| 3 [ 15 | 7 63 BA1 | RIg s
n |17 | 19 | 21 23 25 |27 ]
c(n) | 255 [ 9709 | 63 | 2047 | 25575 | 13797 | 47507
n | 31| 33 | 35 37 39 | 41 | 43
c(n) | 31 | 1023 | 4095 | 3233097 | 4005 | 41043 | 5461

Probleme

1. Pornim cu intregii pozitivi 1,2,...,4n — 1. La fiecare operatie inlocuim doi intregi
prin diferenta lor. Demonstrati c& la sfargit rdméne un numar par.

2. Pornim cu multimea {3,4,12}. La fiecare operatie alegem doud numere a,b si le |

inlocuim cu ga - gb gi 0 + gb. Se poate obtine dupa céteva repetiri una dintre
situatiile (a) sau (b)?

(a) {4,6,12};

(b) {z,y,z} cu |z —4]|,|y — 6|, |z — 12| fiecare mai mic decat L?

V3

3. Avem o tabld de gah 8 x 8 coloratd obisnuit. Se pot schimba culorile din toate
patratele:
(a) unei linii sau unei coloane;
(b) unui patrat 2 x 2.
Scopul este de a obtine un singur pdtrat negru. Se poate atinge acest scop?

4. Pornim cu starea (a,b) unde a,b sunt intregi pozitivi. Acestei stari initiale ii
aplicam algoritmul urmator:

while (a > 0) do
if a < b then (a,b) < (2a,b — a) else (a,b) + (a — b, 2b).

Pentru ce valori de pornire se termin algoritmul? In cati pasi se opregte, daci se
intampld acest lucru? Ce puteti spune despre perioade si partea neperiodici?
Aceleagi intrebari dacs a,b sunt numere reale.

5. Pe un cerc se ageazd cinci cifre 1 si patru 0, intr-o ordine arbitrard. Apoi, intre
orice doud cifre egale se scrie 0 si intre cifre diferite se scrie 1, iar cifrele initiale
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sunt sterse. Oricat am repeta procesul, nu vom obtine niciodatd noud cifre 0. Ge-
neralizare.

Se dau a fise albe, n fise negre si r fise rogii. La fiecare pas se aleg dous fise de
culori diferite gi se inlocuiesc cu o singur fisi de a treia culoare. Artati ci dacs la
sfarsit rdmane o singura fis, culoarea ei nu depinde de pasii facuti. In ce caz poate
7 obtinuta aceastd stare finald?

Se dau a fise albe, n fise negre gi r fise rosii. La fiecare pas se aleg dous fise de culori
diferite si se inlocuiesc cu doué fise avand a treia culoare. Gasiti conditii in care
putem obtine ca toate fisele sa aiba aceeasi culoare. Daca la inceput distributia
fiselor este (13,15,17) putem s3 obtinem toate fisele de aceeasi culoare? Ce stiri
pot fi obtinute pornind de la aceste numere?

In fiecare pétrat al unei table dreptunghiulare este cate un intreg pozitiv. La fiecare
miscare se pot dubla numerele de pe o linie sau micsora cu 1 toate numerele unei
coloane. Demonstrati ca exista o secventd de miscéri astfel incat dupa efectuarea
lor numerele de pe tabla devin 0.

. Fiecare din numerele de la 1 la 10° este inlocuit in mod repetat cu suma cifrelor

sale, pand cand otinem 10° numere cu o cifrd. Ce vom obtine: mai multi 1 sau mai
multi 27

10, Varfurile unui n-gon sunt etichetate cu numerele reale x4, zs,...,z,. Fie a,b,c,d

patru etichete succesive. In cazul (a — d)(b — ¢) < 0, putem schimba intre ele b si
c. Decideti daca aceste schimbéri se pot efectua la nesfarsit.

In figura 1.3 se pot schimba semnele tuturor numerelor de pe o linie, coloani, sau
paralel3 la o diagonals. In particular, se poate schimba semnul pentru numé&rul
dintr-un patrat situat intr-un col{. Demonstrati c& pe tabld raméane tot timpul cel
putin un —1.

0 O
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Fig.1.3

- Pe un rand sunt scrigi 1000 de intregi. Un al doilea rand este construit dedesubt,

dupa cum urmeaza. Sub fiecare numar a de pe primul rand se afla un intreg po-
zitiv f(a) care este egal cu numarul de aparitii ale lui a pe primul rand. In mod
asemanator construim un al treilea rand pornind de la al doilea, etc. Demonstrati
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1. Principiul invariantilor

ca In cele din urma un rand va fi egal cu urm&torul.

In fecare patrat al unei table de sah 8 x 8 este un intreg. La o miscare putem
alege orice pétrat 4 x 4 sau 3 x 3 gi s8 mérim cu 1 fiecare num&r din patratul ales.
Se poate intotdeauna obtine ca toate numerele existente la un moment dat si fie
divizibile cu: (a) 2; (b) 37?

Téiem prima cifrd a numarului 719 gi o adunim la num&rul rémas. Repetim
aceasta pand cand raméane un numér cu 10 cifre. Demonstrati ci acest numir are
doua cifre egale.

In punctul (1,1) se afli un pion. La fiecare miscare se poate dubla una din
coodonate, sau se poate micgora coordonata mai mare cu un numir egal cu coor-
donata mai mica. In ce puncte poate ajunge pionul?

Fiecare termen al sirului 1,0,1,0,... incepand cu al saptelea este suma ultimilor
6 termeni mod 10. Demonstrati ci secventa ...,0,1,0,1,0,1... nu apare niciodata.

Pornind cu orice 35 de intregi, putem alege 23 dintre ei si s& adsugim 1 fieciruia.
Demonstrati ca repetand in mod convenabil aceastd operatie putem obtine 35 de
intregi egali. inlocui'{;i acum 35 gi 23 cu m gi n. Ce conditii trebuie sa verifice m, n
pentru ca egalizarea sa raméana posibila?

Intregii 1,2,...,2n sunt pusi arbitrar pe 2n locuri, numerotate 1,2, ...,2n. Adu-
nam acum la fiecare intreg numarul locului pe care se afli. Demonstrati ci printre
sume se gasesc doud care dau acelasi rest modulo 2n.

Cele n gauri ale unei prize sunt agezate pe un cerc, la distante egale, si numerotate
1,2,...,n. Pentru ce valori ale lui n este posibil s& numerotdm piciorugele unui
gtecher de la 1 la n, astfel incat, oricum am introduce stecherul in priza, cel putin
unul din picioruse nimereste intr-o gauri cu acelasi numsr?

Un joc prin care putem calcula c.mm.d.c. (a,b) si cm.m.m.c [a,b]. Pornim cu
T =a,y=b,u=a,v=>si facem urméitoarele miscari:
dacé x < y atunci inlocuim y cu y — z gi v cu u + v;

dacd x > y atunci inlocuim z cu z — ¥y §i v cu u + v.

Jocul se termindcu © = y = cmm.d.c. (a,b) si u—gb = cmm.m.c. [a,b].

Dovedit;i!




