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1. Principiul invariantilor

Aceasta este prima strategie avansat5 de rezolvare a problemelor. Ea este extrem
& fol,ositoare in rezolvarea anumitor tipuri de probleme dificile, care sunt ugor de

rr{inut. O vom ar5,ta rezolv6,nd problenre care folosesc aceast5, strategie. De fapt, se

pmte invH,ta s5, rezolvi probleme doar rezolvAnd probleme. Dar acest lucru trebuie

ryijinit prin strategii furnizate de c[tre antrenor.
Prima strategie constS in cd,utarea 'inuarianli,Ior. Acest principiu este aplicabil

dgoritmilor (jocuri, transforrnHri). O anumit5 opera{ie este realizatS, in mod repetat.
Ce rXrnAne la fel? Ce rdmdne invariant? Iatb un precept ugor de amintit.

DacX se repet5 ceva, cautH ceea ce rXmAne neschirnbat!

in algoritmi exist5, o stare inilial5 S qi un qir de paqi (miqcH,ri, transform5,ri).
Ciut5.m r5spunsuri }a urmX.toarele intreb5.ri:

(1) Poate fi atinsS, o anumit5 sta,re final5?
(2) Determinati toate st5,rile finale care pot fi atinse.
(3) Exist5 convergent5 cXtre o anu-nriti stare final[?
(4) Determinati toate perioadele, dacil existS.

Deoarece principiul invariantilor este un principiu euristic, el se invatX cel mai
bine prin experientX, care poate fi caqtigat5 rezolvind exemplele E1--E1O.

El. Porn'ind cu un punct S : (o, b) din plan, cu 0 < b I o, generd,m un q'ir d,e

lnmcte (rn,yn) dupd" regula

frO : &tUO : brl,n*t: An*I: .:ry?
ntyn

Sfrrl.dli,o[i. conuergenla g'irurilor (*^) Si, (A").

Iat5, o cale uqoarS, de a g5,si un invariant. Din r:n11yn*r : rnyn pentru orice n
deducem nnArt : ab pentru orice n. Acesta este invariantul c5,utat. Avem inilial ys <
16. AceastX relalie r5m6,ne, de asemenea, invariant5. tntr-adev5,r, sX presupunem

ln 1 rn pentru un anumit n,. Atunci or-;1 est€ mijlocul segmentului cu capetele

rr,An. tn plus, Unir 1 r2a1 deoarece media armonicd, este mai micH, dec6,t cea

aritmeticS. Astfel
fin-An
rn*An

11

frn-9n ,frn-An
2201rny1-Un*r:



12 1. Principiul invariantilor

pentru orice rr. De aici \imrn:ltmgn::x1cl) 12 : ab, deci r : t/ab.

Aici invariantul ne-a ajutat; deqi recunoaqterea lui nu a dat solutia completi,
intregirea ei a fost banalX.

E2. Sd presupunem cd, rr, este un tntreg 'impar. La i,nceput, AI scrie pe tabld' nu-

merele 7,2,3, . . . ,2n. Apoi, alege la tnti"mplare doud, d'intre nurnerele scrise, le gterge

Ei, scri,e pe tabld, l" - b1. Demonstrali cd, la sf6,rEit ua rd,m6,ne u,n numdr 'impar.

Solulie. Sd notSrn cu ,S suma numerelor existente pe tabl5, la un moment dat.

La inceput S : 1-12-l . . .*2n : n(2n+ 1) este num6r impar. Fiecare pas micgoreazS,

S cu 2min{a, b}, care este mrm5,r par. Astfel, paritatea lui S este un 'inuariant.

Deoarece la inceput S este num6r impar, rezultS, c5, ,5 este num6r impar gi in final,

E3. Un cerc este tmpdrlit tn 6ase sectoare. Apo'i numerele I,0,1,0,0,0 szni

scrise, tn aceastd, ord'ine, tn sectoare. La fiecare pa's se pot md'ri doud" numere di'n

.tectoare uec'in,e cu7. Este posi.bi,l ca dupd, cd'{i'ua paEi, sii ohtinem Sase nurnere e.gale?

Solutie. Fie 41, &2,. . . to,6 numerele scrise ia un moment dat. Atunci z :
ar - a2 I az - a+* as - a6 este un'inuari,anf. La inceput i,:2. De aceea situa{ia

e:0mrpoatefiob1imrt6.

F,a. in parlarnentul rli,n Si,ki,rti,a, fiecare rnenlbru are cel mult trei du6rnan'i. De-

monstra[,i cd deputa[i,i pot fi tmpd,rli,[i tn doud" carnere astfel tnc6,t fiecare sd, ai'bd cel

rnult un d,uEman tmpreund, cu el.

Solulie. La inceput facem o imp5rlire arbitrarS,. Fie .FI suma rrumerelor dugma-

nilor pe care flecare deputat ii are in camera in care se afl5. Apoi, daci un deputat

D arc cel pulin doi duqmani impreun5 cu el, mutendu-l in camera cealaltd fI se

micqoreazX. AceastS, micgorare nu poate fi f5cutS, la nesf6,rgit; la un moment dat fI
atinge o valoare minim6. in acest caz am oblinut imp5,rlirea cerut6.

Aici apare o idee nou5,. Am construit o functie cu valori numere naturale care

scade Ia fiecare pas al algoritmului. $tim astfel cX algoritmul se va termina, deoarece

nu existS, un qir strict descresc5tor de numere naturale. Functia ,Fl nu este un invari-

ant in sens propriu-zis, dar scade p6.n5 cA,nd clevine constant5'. in aceastS, problemS,,

invariantul este relatia de monotonie.

E5. 
^9d 

presupunenx cd, tntregi,i, a,b,c,d nu sunt toli egali. Porn'im cu (a,b,c,d)

Ei, tnlocuim tn mod repetat (r,'A,r,t) cu (r - U,A - z,z - t)t *). Demonstra{'i cd,

md,car un numd,r al cuad,rupulu'i deu'ine arb'itrar d'e mare.

Solulie. Fie P, : (en,bn,cn,d,) cvadruplul dupX n itera{ii. Atunci ar+bn*
cn * dn: 0 pentru rt ) L Nu este clar cum am putea folosi acest invariant. Dar

interpretarea geometric5 ne va fi de mare ajutor. O functie importantX definit5 pe
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1. Principiul inmriangilor lg

m\imea punctelor spaliului 4-dimensional este p5tratul distanlei de la punct la
(f,igine, adic6" al + bl + 4 + a'. Daci reuqim sx d.ovedim cx aceasta este nem5rginiti
mperior, demonstralia este terminati.

Sd ciut5,m o relatie intre P, $i P,+r:

d*r * bT+r-lc?.+r*d?n+r: (on-bn)' + (b, * 
".)'+ ("n- d,n), * (d-- a-)2

: z("7 + b2" + cl + dfl) - 2anbn - 2bncn, 2cntln - 2d,nan.

Acum vom folosi an I bn I cn + dn:0..

o: (an*bnl c,t dn)2 : (an+ cn)2 + (b-+ d,-)2 *2anbnl2and,nl2bncn*2cnd,n.
Hucem astfel

aT+r-lbT+r-tc?.*r+a?^*, :z(a?.+b2,+c?.+ drr) * (on+ cn)z + (bn,l d^)z
> 2("?" + b? + c?" + a).

Din aceast5 inegalitate rezultS, c5, pentru orice n ) 2,

"?" 
+ ul + c?. + d,7" > 2. t ("? + ul + cl + all. (1)

Distan{a de la punctul P, la origine cregte nem5,rginit, ceea ce inseamn5, cd m!,car
una dintre componente trebuie si devinX arbitrar de mare.
intrebare suplimentarS: este posibil ca in (1) sx avem intotdeauna egalitate?

Aici am invdlat cH distanta panx la origine este o funclie foarte impor-
tant5. Ea merit5 a fi consideratd ori de cAte ori avem un qir de puncte.

E;6. Un algoritm este d,efi,nit d,upd. cum urmeazd,:

start: (rs,Ao), cu0 I rs < yo

,. rn l l.lncontznuare: rn+t: -t;, An+1.: V/7"+9".
Obserud,m, folosi,nd E,i 

,inegal'itatea med,,iilor, cd,

.Ln l An ) rn+t 1An+t,Un*t - rn+l 1ry

pentru orice n. Determ'ina{i limita comund lin sn: limg. : r : A.

Solufie. Aici invarianlii ne pot ajuta. Nu existi iusl metode sistematice de
gXsire a invarianlilor, ci doar mijloace euristice.

Acestea sunt metode care func{ioneaz5, adesea, da,r nu totdeauna. DouS asemenea
metode sunt sH urm5rim modificS,rile care apax in la sau an - rn, atunci c6,nd trecem

delan, lanll. an

(u)

frnl| In*I

An*r l/r;+lr;
Tn*l

An
(1)



1. principiul innrianlilor

Rela{ia de amintegte de formura cos g : 
u@ a e [0, a.).

Deoarece o a 
; 

( 1, putem iu^ !! I .o, ,-n,tln € [0,:). Atunci
cose2a; - "or{* 

^ ltn '" - '-'2)--- 2 - c\n : 
ff 

.+ 2"an: o0 ceeea ce este echivalent c,

2, arccos 1? - u,r..o, 19
Iatx deci un invariant ! an ao

(b) Ca sX evit5m radicali vom conside ra A?1 
_ rl inloc d" yn _r, qi avem

Y2'+t - x'i*, = al' - *'?" 
=* ,. r

deci 
"n+1 - --?-.-: =+ 21f uT*t - r7,*, - \/rt-,

(1) devitl

(2"

2n\@-, -
care este al doilea invariant.
Din (2) qi din (3) rczultil"

S : atazasaal a2a3a4as s
Demonstrali, cd 4ln.

arccos 'o - 2,, u, rn ' nF=-Z
aa _ *-ccos 

; =:::in V,'":_!i: 
2,,arcsin W

x'Icmbrul drept tinde ,u t/yi,- 13. 
ob{i'em astfel,u

u: u - {rt-=fi
uaa"o, a

Rezolvarea acestei probleme f5rd a fobri irr.luoriun{i este practic imposibil5. Dealtfel, aceasta este o problem5 gr*u p"rrt.u orice nivel.

E7 Fiecare d,,in nu,merel€ c\,a2,...,an este I sau _I gi,

(3)

.'*Qn,a1a2at:Q,

Solutie. probler
unoiprin_o,,ut,,i?'{"lf lT.ffilTilJ;'i';:TJ::"'?J,':'.ilffi #r#""".:,;patru termeni. lntr_adev5r, dac5 d"i;;;*;
se schimbx nimic, dacx trei terme'i ;;;"ilJ::",xl"r:' j;1l#il";l:#:J;
termenii sunt egali atunci 

^9 se modificH cu *g.

::T::T":";"1;ff';,f = 0 (*;J 4 u] o""u racem to{i termenii pozitivi arunci

E8' '[c un banchet sunt 'inu'itari 2n ambasad,ori. Fi,ecare arnbasad,or are cer rnurtn - 7 duqmani' Demonstrali' cd, ambasad,ori,i pot fi, aEezali, Ik o masd, rotund,d, astfel

v3 - r1t
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1. Principiul invarianlilor

ffi nimeni sd, nu stea ldngd, un duqman.

Solu{ie La inceput agezS,m ambasadorii oricum. Fie 11 num[rul perechilor de
citri osbili. Tlebuie sX gbsim un algoritm care s5, reducS, acest numdr at6,t timp cdt
If > 0. Fie (A,B) un cuplu ostil, cu B la dreapta lui,4 (figura 1.1). Tiebuie s5.-i

narim astfel incAt sX producem un deranj cAt mai mic. Acesta se va indeplini dac5.

Lwrsem un arc 8,4/, oblinAnd figura 1.2.

Fig. 1.1 Fig. 1.2

f, * rra reduce daci" (A,,4') qi (,B, B') sunt cupluri prietene. R5,m6,ne sX ar5,t5m c5,

I asemenea cuplu existH, totdeauna. Pornim din A gi mergem in jurul mesei in sens

Qonometric. Vom intilni cel putrn n prieteni ai lui A. La dreapta lor existd cel

fiin' n scaune. Acestea nu pot fi toate ocupate de duqmanii lui B, deoarece B are

d mult n 1 duqmani. Astfel, existl un prieten A' al lui A care are la dreapta sa

n prieten B' al lui B.

Obserualie. Problema este asem5nitoa.re cu E4, da,r mult mai grea. Ea reprezintS,

rrrdtoarea teoremd de teoria grafurilor: Fie G un gmJ ctt n ufutvri- Dacd, suma

;&Ior pentru orice doud, u6,rfuri este cel pu[in n - I atunci G orc un lan[ harnilto-
ion. in cazul ripecial analizat am dovedit cd, existi chia,r un ciclu ha,miltonia,n.l

E9. Ftecd,rui, u6,rf al unu'i pentagon t'i asoc'iern c6,te un tntrcg r;, astfel tnc6,t

d atem s : Dr<,;<sri ) 0. Dacd, r,y)z sunt numerele osociate Ia tre'i u6,rfuri,

nsecutiae€iA<0 atunc,itnlocu'im(",y,r) cu(rlU.-A,U-lz). Areastaoperafi,ie

de fd,cutd, at6,ta ti.mp cd,t eri,std, un y < 0. Decideli, dacd olgoritrnul se opreqte

fuuna. (Cea mai dificil6 problemd de la OIM 1986)

Solu{ie. Algoritmul se opreqte intotdeauna. Ideea demonstraliei este (ca Ia E4
i ES) s5, g5,sim o funclie f (rt,*r,. . .,nn) de etichetele vA,furilor, cu valori naturale,

llanqhamiltonian: eit fr71n2,...1nn care conline toate cele n v6rfuri ale grafuIui qi orice

bivarfuri consecutive sunt unite printr-o muchie. (Nota traducerii)
Clclu hamiltonian: qir zs,z1,...,cn care conline cele n vdrfuri ale grafului, no: nn qi

riae doud v6"rfuri consecutive sunt unite printr- o muchie (a se vedea, de exemplu, ,,Probleme de

dinatoricS, gi teoria grafurilor" de I.Tomescu, E.D.P., 1980) (Nota traducerii)

B'B

Fig. 1.1



1. Principiul invarianlilor

ale cd,rei valori descresc in urma efectuXrii operatiei descrise. Zece din cei 11 elevi
care au rezolvat problema au gdsit aceeeaqi functie

5

f (rr,rz,...,nn): I(to - r.i+z)z,n6: !Lt,17 ::D2.
i:r

SX presupunem cE y : :[+ '-0. Atunci fnou- fuechi. :2sra .--0, deoarece s ) 0. Dach
algoritmul nu se opregte niciodatX atunci plrtem g5si un gir descrescS,tor de numere
naturale fa > fr > fz > . . .) ceea ce este imposibil.

Bernard Chazelle (Princeton) gi-a pus urmdtoarea intrebare: c6,!i paqi sunt nece-
sari pdn5 Ia oprire? EI a considerat mullimea 5 a valorilor numerelor s(i,j) :
n'i * '.. I ri-t", cu il < i (indicii sunt luali mod 5). AceastX muilime este invari-
ant5 pentru fiecare opera{ie, cu exceplia acelui g ( 0 care se schimb5. irr *g. De
exemplu, dac{"n+ ( 0 atunci doar s(4,4): tq dispare gi se iniocuieqte cu *r4. Ast-
feI, la fiecare pas exact un element negativ din 5' devine pozitiv. Deoarece s > 0, in
,S existd un num5,r finit de termeni negativi. NumXrul paqilor pAnX la oprire este egal
cu numS,rul elernentelor negative din S. Rernarc6m qi cH nu este necesar ca rr sa fie
intregi.

Obserua!'ie Este interesant si g5,sim o formulS cu ajutorul unui calculator, care
pentru valorile de intrare a,b,c,d,e s5, dea num5rul paqilor necesari pdnd la oprire.
Aceasta poate fi fS,cutX ugor dacb s : 1. De exemplu, intrarea (n,n,l - An,n,n') d
num[rrrl de pagi f (") :20n - 70.

E10. Numere pozitive care se micgoreazS. Cercetare empiricH. Sd
porn'im cu un g'ir S : (r,b,c,d) de tntregi poz'iti,u,i gi sd, constru'im 51 : ?(,S) :
(lo-b],lb-cl,lc-dl,id*"D.Seterm'indtntotdeaunaEi,rulS,Sr,Sz...,cu(.C.0,0,0)?

Solulie SX adun6m material pentru indicatii de rezolvare:
(0,3, 10, 13) -+ (3, 7,3, 13) -+ {4,4,10, 10) -+ (0,6,0,6) -+ (6,6,6,6) -+ (0,0,0,0);
(8, 17,3, 107) -+ (9,14,104,99) -+ (5, 90,5,90) -+ (85,85.85,85) -+ (0,0,0,0);
(91, 108, 95,294) -+ (17,13, 99, 203) -+ (4, 86, 104, 136) -+ (82, 18,82, 182) -+

-+ (64,64, 100, 100) -+ (0,36,0,36) -+ (0,0,0,0).
Observa{ii:

(1) S5 not6m cu maxS eiementul maximal din S. Atunci maxSill ( max,96 qi

max,S.;1a ( max,S6 atAtatimp c6,t maxSa > 0. Verificali aceste observalii.
Aceasta rezolv5 conjectura propus6,.

(2) ^9: (a,b,c,d) qi i.9 : (ta,tb,tc,td) au aceeagi,,durat5, de via!5',.
(3) Dup[ cel mult patru pa,gi, toli cei patru termeni devin pari. tntr-adevir, este

suficient sX calculXm mod2. DatoritS, simetriei ciclice este nevoie s5 analiz6m
doar cele gase qiruri 0001 -+ 0011 + 0101 + 1111 ,+ 0000 qi 1110 -+ 0011.
Astfel, afirmatia este doveditd. DupX cel mult patru paqi fiecare termen este



1. Principiul invarianlilor

divizibil cu 2, dup5 cel mult opt paqi este divizibil cu 22..... dupd. cel mult
4k paqi este divizibilcu2k. C6,nd max.9 < 2k, toli termenii sunt 0.

in observalia 1 am folosit o alt5 strategie, principiul extremal: Alege elementul
extremal! Capitolul 3 este dedicat acestui principiu.

in observalia 3 am folosit simetria. Este bine s5, ne gAndim totdeauna la aceast6

:trategie, deqi mr am alocat un capitol acestei idei.

Generalizdri:
(a) SX pornim cu patru numere reale, de exemplu

Jrrytr

17

scrise. Zece din cei 11 elevi

. 11,17 - n2.

14 ( 0, deoarece s > 0. Dac5,

a qir descresc5tor de numere

rtrebare: c5,ti paqi sunt nece-

alorilor numerelor s('i,,i1 :
\ceast5 muitime este invari-
ca.re se schimb& in -9. De

i se inlocuiegte cu -ra. Ast-
r pozitiv. Deoarece .c ) 0, in

4ilor p6n5, Ia oprire este egai

i nu este necesar ca ztr sa fie

jutorul unui calculator, care

gilor necesari p6,nb la oprire.
o.trarea (nrn,rl - 4n,nrn') dB,

Cercetare empiricX. Sd

sd, construi'm,g1 : ?(S) :
ul ,,9, ,51, Sz. . . , cu (C,0,0,0) ?

:olvare:

+ (6,6,6,6) -+ (0,0,0,0);
.85,85) -+ (0,0,0,0);
> (82, 19,92, 182) -+
(0,0,0,0).

Atunci max,9aa1 ( max,96 qi

l. Verificali aceste observatii.

.,durat5, de viat5,".
i devin pari. intr-adevir, este

ciclice este nevoie sX, analizS,m

1111 -+ 0000 qi 1110'+ 0011.

patru pagi fiecare termen este

r - e - J5+ v4 r - e- u4+ t/t r * e- Ji+ yE
000

'1T l,
rt- '/t

_/;
T-e

e-15
/;EyJ-vz

e

.-tE
T-e

'/i+ ytr
0

cu (0,0,0,0).-\lte incercXri sugereazS, cX, gi pentru cvadmpluri reale, termin5,m tot
Dar f > 1 qi S: (I,t,t2,t3) dau

"(^9) 
: (, - 1, t(t - t),P(t - r), (t2 + t+ 1)(t - 1)).

Dacdtz+t+l : t3, adicX t : 1.8392867552 . . . atunci procesul nu se terminE niciodat6,

ron-form observa{iei 2. Acest t este unic, daca facem abstractie de o transformare de

ibrma /(f) : at * b.

(b) Sd pornim cu ,S : (oo,o,t,...,an),rz,i rlrrlet€ naturale.

Pentru n :2, ajungem la (0,0) dupd' cel mult doi pagi.

Pentru n:3,011 dH un ciclu de lungime trei: 011 -+ 101 -+ 110 -+ 011.

Pentru ?z: 5 avem 00011 -+ 00101 -+ 01111 -+ 10001 + 10010 -+ 10111 -+ 11000 -+

01001 -+ 11011 + 01100 -+ 10100 -+ 11101 ,+ 00110 -+ 01010 -+ 11110 -+ 00011,

care genereazd un ciclu de lungime 15.

(1) G5,si{i perioadele pentru n:6 (n:7) pornind de la 000011 (0000011).

(2) Demonstrali c5. daci n : 8 qi pornim cu 00000011 algoritmul se opregte.

(3) Demonstrali c5, dacX n :2', r natural, ajungem Ia (0,0,'..'0) qi' dacX

n I 2' , oblinem (cu c6,teva excep{ii) un ciclu care conline doar numere 0 qi,

de un num5r par de ori, un num5r a > 0. Datorit6 observaliei 2 putem face

calculele in 22.

( ) Fie n + 2' qi c(n) Iungimea cicluiui. Demonstrati c5, c(2n) : Zc(n) (in afarb

de cA,teva exceptii).
(5) Demonstrali c5,, dacX n este impar, S: (0,0,...,1, 1) apar(ine unui ciclu.

(6) Algebrizare. $irului (oo, or, . . . , an-t) ii asociem funclia polinomiald p(r) -
an-ylan-2tr1. . .lagrn- 1 cu coeficien\ib%2- iat tn :1. Atunci lui 

"(S)i se asociazS, func{ia (1 + r)p(r). Dac[ puteli. folosili aceastd algebrizare.
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1. Principiul invariantilor

(7) Tabela urm6toare a fost generatx cu ajutorul unui calculator. Intuili cat
mai multe proprietEti pentru c(n) qi demonstrali c6,t mai multe tlintre ele.

n 3 5 7 q 11 13 15

"(")
3 15 7 63 347 819 15

n 77 19 21 23 25 27 29

c:(n) 255 9709 63 2047 25575 r3797 47507
n, t1!)a JJ ,)a) taJi 39 41 43

c(n') ,) -L 1023 4095 3233097 4095 47943 5467

Probleme

i. Pornim cu intregii pozitivi 1,2, . . . ,4n - r. La fiecare opera{ie inloctim doi intregi
prin diferenta lor. Demonstrati c5. la sfArgit r5.mA,ne un num5r par.

Pornim cu mullimea {3,4, 12}. La fiecare operalie alegem doud numere a,b gi Ie
. 3 4. 4 3.

inlocrrim cu 
ba 

- 
,b Si ,a + ;b. Se poate obtine duph cdt eva repetdri una dintre

sitrialiiie (a) sau (b)?

(u) {a,6, 12};

(b) {", y, z} cu 1* - 4l,lA - 61,12 * I2l fiecare mai rnic decat {f
VJ

Avem o tabl5, de gah 8 x 8 colorat5, obiqnuit. Se pot schimba culorile din toate
pXtratele:

(a) unei linii sau unei coloane;
(b) unui p6.trat 2 x 2.

Scopul este de a ob{ine un singur pitrat negru. Se poate atinge acest scop?

Pornim cu starea (a, b) unde a, b sunt intregi pozitivi. Acestei st5ri iniliale ii
aplicS,m algoritmul urmitor:

while (a > 0) do
if a < b then (a,b) +- (2a,b - a) else (a,b) <- (a - b,2b).

Pentru ce valori de pornire se termini algoritmul? in c6,!i paqi se opregte, daci se

int6,mplX acest lucru? Ce puteti spune despre perioade gi partea neperiodicd,?
Aceleagi intreb5ri dacX a, b sunt numere reaie.

Pe un cerc se aqeazX, cinci cifre 1 qi patru 0, intr-o ordine arbitrard,. Apoi, intre
orice dou5 cifre egale se scrie 0 gi intre cifre diferite se scrie 1, iar cifrele iniliale

t
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5.
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1. Principiul inr/arianlilor

srmt qterse. Oricat am repeta procesul, nu vom obline niciodatd nouX cifre 0.
neralizzue.

6.'$e dau a fise albe, n fise negre qi r fise rogii, La fiecare pas se aleg douxfise de
. culori diferite gi se inlocuiesc cu o singur5 fis5 de a treia culoare. ArH,ta[i cH, dac5 la

sffirqit rXmdne o singurd fis[, culoarea ei nu depinde de paqii f5,cu!i. tn ce caz poate
fi oblinut6 aceastX stare final5?

?- se dau a fise albe, n, fise negre gi r fise rogii. La fiecare pas se aleg dou5 fise de culori
diferite gi se inlocuiesc cu doub fise avAnd a treia culoare. G5siti condi{ii in care
putem obtine ca toate fisele s5, aibX aceeaqi culoare. Daci la inceput distribu{ia
fiselor este (13,15,17) putem sH oblinem toate fisele de aceeagi culoare? Ce stfiri
pot fi obtinute pornind de la aceste mrmere?

& in fiecare p6trat al unei table drepiunghiulare este cAte un intreg pozitiv. La fiecare
rniqcare se pot dubla numerele de pe o linie sau micqora cu 1 toate numerele rnei
coloane. Demonstrali c5, existH, o secven![ de migcdri astfel inc6,t dup[ efectuarea
tror numerele de pe l,abl5, devin 0.

9- Fiecare din numerele de la 1 la 106 este inlocuit in mod" repetat cu suma ciftelor
sale, pAnS c6,nd olinem 106 numere cu o cifr5,. Ce vom obline: mai mu\i 1 sau mai
multi 2?

Vd,rfurile unui n-gon sunt etichetate cu numerele reale 11, fr2,...,2,r. Fie o,,b,c,d
patru etichete succesive. in cazul (a - d,)(b - c) < 0, putem schimba intre ele b qi

c. Decideti daci aceste schimb5ri se pot efectua la nesfirqit.

io figu.a 1.3 se pot schimba semnele tuturor numerelor de pe o linie, coloan5,, sau
pa,raleld, la o d.iagonal5. in particular, se poate schimba semnul pentru num[rul
dintr-un pXtrat situat intr-ul colt. Demonstra{i cX pe tabl5, r5,m6,ne tot timpul cel
pu{ir un -1.

Pe un r5,nd sunt scriqi 1000 de intregi. Un al doilea r6,nd este construit dedesubt,
dupb cum urmeazX. Sub fi.ecare num5,r a de pe primul rAnd se a,flX un intreg po.
zrrtiv f (a) caxe este egal cu numirul de aparilii ale lui a pe primul rdnd. in mod
asem5nltor construim un aI treilea rind pornind de la al doilea, etc. Demonstrali

19
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1. Principiul invarianlilor

cX, in cele din urm5 un rend va fi egal cu urmS.torul.

13. In fiecare p6trat al unei table de qah 8 x B este un intreg. La o miqcare pu
alege orice p5trat 4 x 4 sau 3 x 3 qi s5, mxrim cu 1 fiecare numH,r din pdtratul
Se poate intotdeauna obtine ca toate numerele existente la un moment dat sX

divizibile cu: (a) 2; (b) 3?

t4. Tdiem prima cifr6 a numdrului tlslo gi o adunbm la num6rul rbmas. R
aceasta pA,nd cA,nd r5,m6,ne un num5,r cu 10 cifoe. Dernonstrali cX acest num5r
dou5, cifre egale.

In punctul (1,1) se afl5 un pion. La fiecare miqcare se poate dubla una clin
coodonate, sau se poate micqora coordonata mai mare cu un num5,r egal cu coor-
donata mai mic[. in ce puncte poate ajurrgc piouul'?

Fiecare terrnen al qirului 1,0, 1,0,... incepa,nd cu al gaptelea este suma ultimilor
6termenimod 10. Demonstra{icH secventa...,0, 1,0, 1,0, 1... nuapareniciodat5.

Pornind cu orice 35 de intregi, putem alege 23 dintre ei qi sX adS,ug5m 1 fiec5ruia.
Demonstrati c[ repetAnd in mod convenabil aceastb operalie putem obline 3b de
irrtregi ega,li. inlocuili acum 35 gi 23 cu rn gi n. ce corrdilii trebuie sd verifice nz, n
pentru ca egaiizarea s5, rdmA,n5 posibilX?

lntregii 1,2,. . . ,2n sunt pugi arbitrar pe 2n locuri, numerotate I,2, . . . ,2n. Adu-
nXm acum la fiecare intreg num5rul locului pe care se afl5. Demonstra{i c5, printre
surne se gS,sesc dou5, care dau acelagi rest modulo 2n.

Cele n gH,uri ale unei prize sunt aqezate pe un cerc, la distanle egale, qi numerotate
1,2,...,n. Pentru ce valori ale lui n este posibil sX numerotS,m picioruqele unui
qtecher de Ia 1 Ia n, astfel incat, oricum am introduce gtecherul in priz5,, cel pu[in
unul din picioruqe nimeregte intr-o gaur5, cu aceiaqi num5r?

Un joc prin care putem calcula c.m.m.d.c. (a,b) qi c.m.m.m.c [a,b]. Pornim cu
fr : a,U : b,u : a,1) : b qi facem urmitoarele miqcS,ri:

dac5, r ( y atunci inlocuim A cu y * r qi u cu u I u;
dacd" r ) g atunci inlocuim n ai r - U qi u cu u I u.

Jocul se terminS, cu r : E : c.m.m.d.c. (o, b) qi + 
: c.m.m.m.c. lo,bl.

Dovediti!
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16.
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